Beweis: Absolut konvergente Reihen behalten beim Umordnen ihren Grenzwert

Gegeben sei eine absolut konvergente Reihe S und eine Umordnung von ihr,
also eine Reihe P), die die gleichen Glieder hat, die aber an anderen Stellen stehen:

S= a,+a, +as +ay +... Beispiel: S§=a;+a, +ta; +a, +a; +ag +... o

P= 8yq) +850) +Ay3) +Ayg) +-- P=a;+a, +ay+ag +ag +a, +...
Die Funktion, welche die Umordnungen (Permutationen) bewirkt, nennen wir m.
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Nun bilden wir die endlichen Teilreihen $, und P, auf die folgende Art:

Die Reihe S, besteht aus allen Glieder der gegebenen Reihe S bis zum Glied n.
Die Reihe F,, erhalt man, indem man nacheinander die Glieder aus der e
umgeordneten Reihe P nimmt, bis alle Glieder von S in R, enthalten sind:
S, =a,+a, +az +...+a, a;+a, +as +ay
Pn=a,¢) +a,) +a,q) +--+a,, | a3 +a, +a, +ag +ag +a,
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Am Beispiel erkennt man, dass P, natiirlich nicht nur die Glieder von S, enthilt,
sondern stets noch einige zusétzliche Glieder, deren Wert wir Z nennen wollen:

@,q) +ayp) +Ayg) o tayy =(a1+a82 +...+ay)+(a; +ag +...+a;)
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Wir halten daher fest: By, =S +2

Die Beweisidee kann nun formuliert werden: Wir miissen beweisen,
dass Z=0 (wenn n—x), denn dann haben wir bewiesen, @
dass beide Reihen den gleichen Grenzwert haben.

Aus der Definitionsgleichung fiir z leiten wir eine Ungleichung fiir |z| her:
Zuerst auf beiden Seiten Betragszeichen setzen. Dann ein Betragsgesetz anwenden ergibt: 6

Z=a, +ag+..+a,=>zl=[a, +a, +..+a,| =zl <[a,|+]ag| +... #|a,]

- @ Nun definieren wir den RestR .4,
Zwischen Z| und R, 4 besteht folgender Zusammenhang: 6 der entsteht, wenn man von den
Zl < Rn+1. Gliedem der Reihe $ die Betrige
denn alle Glieder |Z| =[a, |+ |as|+... +|a,|stammen bildet und die ersten n Glieder abzieht:
ja aus der Reihe Ry, 4. Dies erkennt man leicht am Beispiel: R, = |an+1 ‘ + ‘an+2‘ + ..
|as| +[ag| <|as|+|ag| +|a7|+|ag|+ jag| +.. Ry =|as|+[ag| +|az | +|ag|+ ..

izl Rr:—'1

©
Z<Z2] Weil die Reihe S absolut konvergiert, existiert der Grenzwert:
Der Betrag einer Zahl ist stets ‘31‘ +|32 ‘ +\a3 | +...= lim (‘31‘ +\az\ +|a3| +... +\an\)
.. R n—oo
grofier oder gleich der Zahl | | Andererseits kann man die Reihe auch so ausdriicken

l ' aq|+|ag |+ |az|+... = [ay| +|ay| +|az| +... +|a, [+ R4
Gleichsetzen der beiden rechten Seiten ergibt:
_Alnm(‘a1|+|a2‘+‘a3‘+...+‘an‘):|a1‘+‘az‘+|a3‘+...+|an|+Rn+1

Wenn n — <, dann gilt:
Z<Z|<R, 4=0 =z=0

—l i Auf der rechten Seite ist n frei wéhlbar. Lasse n gegen « gehen:
lim (Jaq| +|az|+... +|ap|) = lim (ja;|+[az| +...+|ap|)+ Ry
P,=S,+Z n—
A Z=0 (wenn n— ) Subtrahiere lim (|a1|+‘a2‘ +|a3‘ +...+‘an‘) auf beiden Seiten:
n—oo
=P, =S,(wenn n >»)] [R,,1=0 (wenn n—>«) , was zu beweisen war.
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